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PRESENTACION

Con el titulo 300 problemas de dlgebra lineal y
geometria se presenta el segundo libro de la coleccion
«300 problemas de...» cuyo contenido se agrupa bajo
siete capitulos en los siguientes epigrafes: 1) Estructu-
ras, 2) Espacios Vectoriales, 3) Determinantes, Matri-
ces y Sistemas, 4) Aplicaciones lineales y bilineales,
S Polinomios, 6) s H

. Ho-
motecias y Semejanzas y 7) Areas y Volimenes de
Cuerpos Geoméricos.

Cada capitulo va encabezado con unos Conceptos
tedricos que ayudardn al alumno en la comprensién de
los problemas planteados y resueltos de forma minu-
ciosa.

Con este libro pretendemos ayudar a aquellos
alumnos bien de COU, bien de Primer Curso de Cien-
cias o Escuelas Técnicas que han de seguir el curso
de Algebra Lineal y no tienen bien consolidados los
conocimientos de cursos anteriores. Este libro, les serd
de una gran ayuda para rellenar las lagunas de cono-
cimientos que posean e incluso para desmenuzar aque-
llos ejercicios que les expliquen en clase ya que aqui
no hemos dado por sabido la gran cantidad de con-
ceptos previos, cosa que es practica habitual en los
cursos universitarios.

Por iltimo he de agradecer la colaboracion presta-
da por el compaiiero Juan Antonio Barcelé Valcdrcel,
que leyé el contenido de este libro y me aporté suge-
rencias que contribuyeron a enriquecerlo.

Andrés Nortes Checa






1. Estructuras

CONCEPTOS TEORICOS

— Semigrupo: (C, +) es semigrupo si verifica las propicdades de
operacion interna y asociativa.

—-Semigrupo con elemento neutro: (C, +) s semigrupo con cle-
mento neutro si verifica las propiedades de operacion interna, aso-
ciativa y existencia de elemento neutro.

— Grupe: (C, *) es grupo si verifica las propiedades de opera-
cion interna, asociativa, elemento neutro y elemento inverso.
po conmutativo o abeliano: (C, +) es grupo abeliano si
ademis de las propiedades e grupo verifica la propiedad conmuta-
tiva.
— Subgrupo: Sea (G, ) grupo y S un subconjunto de G tal que
(S, *) es grupo, entonces (S, #) recibe el nombre de subgrupo de G.

nillo: (S, , +) es semianillo si: 1) (S, +) es semigrupo
abelianc; 1| .- |es semigrupo, y 3) S verifica I propiedad distri-
butiva de - respecto

— Anillo: (A, », +) es anillo si: 1) (A, ) es grupo abeliano; 2)
(A, +) es semigrupo, y 3) Se verifica la propiedad distributiva de *
respecto .

— Subanillo: Sea (A, +, +) anillo y B un subconjunto de A tal

que (B, #, +) es anillo, entonces (B, », +) recibe el nombre de
subanillo de A.



— Cuerpo: (C, », * ) es cuerpo si: 1) (C, #) es grupo abeliano; 2)
(C, +) es grupo, y 3) Se verifica la propiedad distributiva de -
respecto de ».

— Subeuerpo: Sea (C, +, +) cuerpo y M un subconjunto de C
tal que (M, », + ) es cuerpo, entonces (M, », * ) recibe €l nombre de
subcuerpo de C.

— Homomorfismo: Dados (A, #) y (B, + ), una aplicacion f de A
en B es un homomorfismo si se verifica:

Va, beA = f(a » b)=f(a)  f(b)

— Isomorfismo: Cuando f es homomorfismo y ademis la apli-
cacién es biyectiva.

— Homomorfismo ¢ isomorfismo entre grupos,
La misma definicion, pero en cada caso los conjunt
to de una o dos operaciones deben de tener las estructuras de
grupo, anillo o cuerpo.

— Niicleo de un homomorfismo: Dado un homomorfismo f de
(A, +) en (B, - ), llamamos niicleo, Ker (7), al conjunto de todos los
elementos de A cuya imagen, mediante f, es el clemento neutro de
B, )

PROBLEMAS

1. En el conjunto Z de los mimeros enteros se definen las operacio-
1) xsey=3x+2y
2) xsy=xy+l

3) xey=y
/Qué propiedades tiene cada operacion?

Solucién
1) La operacion: x » y=3x+2y tiene las propiedades:
— Operacion interna: ¥x, y € Z = x » y=3x+2y € Z
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La

Si la cumple.

Propiedad asociativa: (x * y) * z=x % (y » 2)

(x»y)#z=3(x * y)+22=3(3x+2y)+22=9x+6y +22

Ko (y * 2)=3x+2(y » 2)=3x+20y +22)=3x +by + 4z
No la cumple: (x » ) » z#x * (y + 2)

Elemento neutro: X » e=x
Xse=3x+2e=x = e=—x
No la cumple, porque ¢l clemento neutro no es inico.
Propiedad conmutativa: X * y=y + X
Xoy=3x+2y
yex=3y+2
No la cumple: x » y#y s x

operacion X » y=3x+2y solamente es interna.

La operacion x » y=xy+1 tiene las propiedades:

Operacin interna: Vx, yeZ = x» y=xy+1€Z

Si la cumple.

Propiedad asociativa: (x * y)# z=X » (y +2)
(x*y)sz=(x*y)z+1=(xy+1)z+1=xyz+2+1
Xy 2 2)=x(y » 2)+1 =x(yz+ 1) =xyz+x+1

No la cumple: (x » y) » 2#x  (y + 2)

Elemento neutro: x » e=x

xre=xetl=x=e=

X

No la cumple, porque e varia segin el valor de x.
Propiedad conmutativa: x + y=y » x

xoy=xy+1



»

yox=yx+1
Si la cumple.
La operacién x » y=1xy+1 es interna y conmutativa.

3) La operacién: x » y=y tiene las propiedades:
— Operacién interna: ¥x, yeZ =>x+y=yeZ
Si la cumple.

— Propiedad asociativa: (x + y) # z=X * (y 2)
(x*y)rz=z
x*(y*x2)=y*2=2

Se cumple

— Elemento neutro: x * *x=x

xse=e
e=x

eax=x
No la cumple.
— Propiedad conmutatioa: x s y=y * X
xey=y
¥ x=x
No la cumple: x » y#y * x

La operacion: x » y=y es interna y asociativa.

En el conjunto Z de los nimeros enteros se definen las operacio-
nes:

1) asb=ab?
2) asb=ab—a—b+2
3) asb=a+2b

(Qué propiedades tiene cada operacion?



Solucion
1) a+b=ab? es operacion interna.

2) asb=ab—a—b+2 es operacion interna, asociativa, el ele-
mento netro es e=

ol simétrico a’ no existe, ya que &'=

ey e
5o siempre tendra solucién en Z y es conmutativa.

3) asb=a+2b es operacién interna.

3. En el conjunto Q de los nimeros racionales se definen las opera-
ciones:

D ab=2 e gx0- (6 Wix=-3}
a+b
e @i Wlx

Qué propiedades tiene cada operaciin?

2) adl

Solucion

1) La operacion: al

ab sEa
g tene las propicdades:

— Operacién interna: Va, be Q = acb=

e
Si la cumple.
— Propiedad asociativa: Ya, b, c € Q (asbjc=ac(bec) .
A, e,
L (abje _a+b a+h abe
(@b+c ab _abt(atbc abtactbe
a+h a+h



be abe

o ) _ “bre b+c abc
ST a ¥ e bc a(b+c)+bc ab+ac+be
ab— S
btc b+c
Si la cumple

— Elemento neutro: Ya€ Q ace=eca=a

ae 5
ace=——=2 = ae=a’+ea = a=0
ate

ca
ea=——=a = ca=eata’ =a=0

c+a
El clemento neutro no existe.

— Propiedad conmutativa: acb=bea

B b
a+b Tb+a
Si la cumple.

ab
—— es interna, asociativa y conmutativa.
a+h i

tiene las propiedades:

b
2) La operacion asb= I‘j

ab
. a+b
— Operacion interna: ¥a, be Q = acb=r" € Q.
Si la cumple.
— Propiedad asociativa: Va, b, ¢ € Q (asb)oc=as(bec)
a+b £ a+b+c—abe
L _(asb)+c _T-ab T-ab a+b+c—abe
“bc 1-ab—ac—be

P T-@be | _atb
1



b+c a-abc+btc

L at(b) be T—be a+b+c—abc
v ’|~a|bac)" ab+c’ —bc—ab—ac 1—ab—ac—bc
T=be T-be
Si la cumple.

— Elemento neutro: Ya € Q ae=c-a=¢
a 2.
me="" —=a=ate=a—ale = e=0
1—-ae

Tiene clemento neutro e=0.

— Elemento simétrico: Ya € Q a-a

Tiene clemento simétrico a’

— Propiedad conmutativa: acb=ba

a+b bia b+a
I—ab T l-ba

Si la cumple.

- atb . T
La operacion acb={— - s interna, asociativa, tiene clemento

2

cutro, elemento simétrico y es conmutativa,

-

En el conjunto Q de los niimeros racionales, se definen las opera-
ciones:
xX+y
1) Fepmand:
) xey F]

en QXQ—{(X. »ix

1Qué propiedades tiene cada operacion?




Solucion

4 PP a F
1) x T” es operacion interna y tiene la propiedad conmu-
tativa.
, Xty .
2) La operacion xoy = s intern, asociativ, posee cl-

mento neutro, y el simétrico de a es —a, teniendo también la pro-
piedad conmutativa.

5. En el conjunto
A={-3, -2, -1,0,1, 2}
asb=a-+2b.

Se define la operacién:
Se pide:

1) (Es la operacion » interna en A?

2) Determinar:
(=29 *(-1

2e(-3)

2%(-2

3) Formar el conjunto M de parejas (a, b) de elementos de
A tales que: ac A bedyarbe

Solucion

1) Formamos la tabla



No es operacion interna ya que el componer elementos de A
mediante la operacion + no siempre resultan clementos de A.

2) (-9 s(-1)=—4¢A
24 (-Y=—4¢A
2 (-)=-2¢eA

3) El conjunto M a la vista de la tabla anterior esta formado
T

M={-1, 0}

6. Comprobar que el conjunto C={e, a, b, c, d} con la operacion »
definida en la tabla da lugar a que (C, *) sea un grupo:



Solucion
n

— Operacidn interna: Todo elemento de la tabla pertenece a C,
luego Vx, yeC=x+yeC.

— Propiedad asociativa: ¥x, y, € C (x+y) s z=x * (y * 2).
Tomando tres elementos cualesquiera a, b, ¢
(asb)s
as(bs

I

Con otros tres elementos cualesquiera a, ¢, d

Elegidos tres elementos cualesquiera se cumple la propiedad
asociativa.

— Elemento neutro: x € C el elemento neutro es e porque ope-
rado con cualquier otro da este otro.

— Elemento simétrico:
El simétrico de e es e porque ¢ x e=¢

El simétrico de a es d porque a d=e



El simétrico de b es ¢ porque b+ c=¢
El simétrico de ¢ es b porque ¢ » b=e
El simétrico de d es a porque d  a=e
— Propiedad conmutativa: ¥x, y €C X+ y=y +x.

Trazando la diagonal principal todos los elementos situados
por cncima tienen su simétrico por debajo.

Por tanto (C, *) es grupo abeliano.

7. En el conjunto A={0, 1, 2, 3, 4) se ha definido la operacién +
dada por la tabla adjunta:
01234
o234
NIEEEE

~

23041
334102

442310

Se pide:
1) ;Qué propiedades tiene?
2) (Es (A, +) grupo?



Solucio
1) Tienc las propiedades:

— Operacién interna.

— Elemento neutro (el 0).

— Elemento simétrico (de 0 s 0, de 1 es 1, de 2es 2, de Jes 3
y de 4 es )
2) (A %) no es grupo por no cumplir la propiedad asociativa
ya que

(152)03#1(2%3)

8. Demostrar que los elementos
A=(1, 0); B=(=1,0;: C=(0, 1) y D=0, 1)
Jorman un grupo respecto de la ley + definida asi:
(@ b) » (¢, d)=(ac~bd, ad+bc)

Solucion

Formamos la tabla

.

A la vista de la misma se verifican las propiedades:

— Operacién interna
— Propiedad asociativa

20



— Elemento neutro es A=(1, 0)
— Elemento simétrico:

Elde A=(,0)  es A=(10)

El de B=(~1,0) e B=(~1,0)

Elde C=(0,1) e D=(, —1)

El de D=(0, —1) e C=(0, 1)
— Propiedad conmutativa: La tabla es simétrica respecto a la

diagonal principal.
Se trata- de un grupo abeliano

9. Demostrar que (Z, +) tiene estructura de grupo abeliano siendo
la operacion definida »

Vx, yeZ xey=x+y+n siendo n (fijo) € Z

Solucion

— Operacién interna: Se cumple porque la suma de dos niime-
T0s enteros mas otro fijo n € Z siempre es otro entero.

— Propiedad asociativa: ¥x, y, 2 €C (xsy) s z=x*(y +2)
(x#y)*2=(x » y)+z+n=@+y+n0)+z+n=x+y+2+20
Xu(y +D)=x+(y » D+n=x+(y+z+n)+n=x+y+z+20

— Elemento neutro: VX €Z = x » e=¢ # X=X

Xse=x+e+n=x =e=

n
— Elemento simétrico: VX e Z = x s X'=x * x=¢

X#X=xX+xX+n=-n=x=-x-2n

— Propiedad conmutativa: Vx, y €Z x + y=y * X
Xsy=x+y+n
y*x=y+x+n



Se cumple que (Z, +) es grupo abeliano

10. En el conjunto Q de los mimeros racionales se considera la
operacin + dada de la siguiente forma:

Ya, beQ asb=a+b+ab
Se pide:
1) Qué propiedades tiene?
2) (Dan lugar a alguna estructura conocida?.

Solucion

1) Las propiedades que cumple son:
— Operacion interna
— Propiedad asociativa

— Elemento neutro (e=0)

— Elemento inverso

— Propiedad conmutativa

Para a=—1 no tiene ni elemento neutro ni elemento inverso

2)  (Q *) es semigrupo conmutativo con elemento neutro
(Q—{1}, *) es grupo abeliano.

11, Se considera el conjunto A=R*xZ (R*=R—{0}) en el que se
define la siguiente operacion:

(xn) e (y, m)=(x-y, ntm),  V(x, n); (5, m)eA
Probar que (A, +) es grupo abeliano



Solucion
— La operacion es interna
— Propiedad asociativa
[(x, n) * (v, m)] * @ pP)=(x, n) = [(y, m) » & p)]
(xy, n+m) * (z, (%, n) * (y2, m+p)
[xy)z, (n+m)+p]=[x(y2), n+(m+p)]
— Elemento neutro es (1, 0)
x n)* (1, 0)=@"1, n+0)=(x, n)
— Elemento simétrico
(x n) s (x, 1)=(1, 0) =

L xx'=1
(x-x, n+0)=(1, 0) = {n+n'=0 - {n _

s

— Propiedad conmutativa
(x, 1) * (y, m)=(y, m) * (x, 0)
(xy, n+m)=(yx, m+n)
Por tanto
(A, ) es grupo abeliano

12. En un grupo conmutativo G, se pide resolver la siguiente ecua-
cion

abxe=cxax
Solucion
Al ser el grupo conmutativo la ecuacion se puede poner de
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la forma siguiente:
abxc=acxx
a~'(abxc)=a""'(acxx)
(a~"a)(bxc)=(a™'a)exx
bxc=xxc
(bxc)e™ = (xxc)e™!

bx(cc™!) =xx(cc ™)

bx=xx

(bx)x~! = (xx)x

blxx™)=x(xx ")
b=x

13. En un grupo no conmutativo G, se pide resolver la siguiente
ecuacion:

axch=abe
Solucion
axcb=abe < a~}(axcb)=a~'(abe) =
xcb=be <« (xcb)b~!=(bc)b™! =
xe=beb™! < (xeJo ™' =(beb )" o
x=beb~tc™!

14. Se considera el grupo abeliano (G, © ) y se define en G una
segunda operacion + de la siguiente manera:

x*y=acxoy
Siendo a un elemento fijo de G distinto del elemento neutro.

Demostrar que (G, =) es grupo abeliano.



Solucion
— Operacion interna: Vx, y € G = x + y € G, se cumple

— Propiedad asociativa: Vx, y, z€G = (x»y) » z=
=xe(y*z)
(Xx*y)sz=(@oxoy)#z=ac(@cxoy)ez=acacXoyoz
X#(ysz)=acxo(ysz)=acxo(@acyoz)=acasxeyocz
La cumple
— Elemento neutro: ¥x€G = x s e=¢ » X=X
Xx+e=aoxoe .

aoxoe=x =e=a"
exx=a0eox

— Elemento simétrico: Yx € G = x » x'=x" « x=¢
xex'=acxox
X ex=aox ox

— Propiedad conmutativa: Vx, y€ G =x»y=ysx
X#y=aoXoy=asyox=yax
Por tanto (G, +) es grupo abeliano o conmutativo
15. En el conjunto RxRxR se define la siguiente operacion:
(@, a3, a3) ¢ (by, by, by)=(a,+by, ay+by, a3 +bs+a,b,)
Demostrar que (RxRXR, +) es grupo.
Solucion
. — Operacion interna: Se cumple por la definicion de la opera-
cion.
— Propiedad asociativa:
(@5, 8z, 35) * (b, by, bo)]* (04, €3, €3)=(ay, 2, 25) %
*[(by, by, by) * (04, 30 ¢5)]
Desarrollando los dos miembros se obtiene:



(8, 4+by+¢;, 4, +b,+¢;, a3 +by+Cy+byc;+a, by +a,c;)
— Elemento neutro: Existe, y es (0, 0, 0), pues:
@y, a5, 33) % (0, 0, 0)=(0, 0, 0) » (a,, a5, a;)=(a,. a3, a3)
— Elemento simétrico

(@, 3, a,) + (3}, 3, 23)=(0, 0, 0)
de donde:
(@), a;, ay)=(-a,, —a; —a,+2,3,)
Por lo tanto, (R xR xR, ) es grupo.

16. En el conjunto RxR* se define la operacion:
(a, b) < (c, d)=(bc+a, bd)
Demostrar que (R x R¥, < ) es grupo pero no grupo conmutati
vo.

Solucion
— Operacién interna: Se cumple por la propia definicion.

— Propiedad asociativa:
[ b) e, d)] = (e D=(a b)=[(c, d) < (e, D]
Desarrollando los dos miembros se llega en ambos a la siguien
te expresion:

(bde+be+a, bdf)

— Elemiento neutro:
(8, b) = (m, n)=(a, b)
de donde
(bm + 2, bn)=(a, b)



e igualando:
bm+a=a
bn=b
El elemento neutro es (0, 1).

},...=o,.,=.

— Elemento simétrico:

(a b)o (@, b)=(0, 1)

(ba'+a, bb)=(0, 1) 9{

ba’ﬂ.—.o»
bb'=1

El simétrico de (, b) es (_%. %)

— Propiedad conmutativa:

bd)
), (be-+a, bd)#(da +c, bd) ’:-::;u

(RxR*, <) es grupo pero no conmutativo.

17. En el conjunto Q de los mimeros racionales se define la opera-
cién » asi:
asb=Tatmab+7b-7
Se pide:

1) Qué valor tiene el pardmetro m para que exista ele-
mento neutro?

2) Una vez obtenido el valor de m, determinar los elemen-
tos de Q que tienen simétrico.

3) Comprobar si se cumple la propiedad distributiva de +
1 5

respecto de la suma tomando como_elementos . ; vy



Solucion

1) Por definicion: a+ e=a
ase=TatmaetTe—T=a =

m=-6ye¢

2 Por definicion: a+ '

awa'=Ta-6aa' +7a' =71

a'(71-6a)=8-Ta
-8-Ta f
w2 (and)

3) Propiedad distributiva:

()

Desarrollamos cada miembro:

G346+

31,10 i
Por lo tanto, s #g5 ynoes distributiva.

18. En el conjunto Q se define la operacion:
Xey=x+dry+y
Se pide:

1) Estructura de (a—{-%}, )



2
2) Simétrico de -3
" 4 (1.3 4 1 4 3
2 wewmmersin (b2 Belfoffed)
Solucion
1
n (Q—{—Z}. > es grupo abeliano, siendo el elemento
-

neutro €=0 y el simétrico de X es X'=

Tax’

2)  El simétrico de -% es:

4 ] & 4 1 4 3
) 3"(3*3)*(3“5)*(5"5)

No se cumple la igualdad.

19. Probar que el conjunto C={f,, fy, fy, far f5. fo} cuyos elemen-
tos son las aplicaciones:

f@=x L= fi="

tiene estructura de grupo respecto de la ley de composicién

Jre fix)=fiLfi(x)]



Hallar los subgrupos.
Solucion

Para ver si forman grupo, en primer lugar hay que com-
probar si la operacion - es interna, para ello se forma Ia tabla ad-
junta:

x—

1 1
fe r,(x)=r,(r,(xu:r,(—)= -1

X
(1-x)

fs o [0 =5 [01=f,01-0=

y asi sucesivamente, obteniéndose:

Es operacion interna.

— Propiedad_asociativa: Tomando tres elementos de C, por
cjemplo, f, f,, f se cumpli

fyo o f) =0 ,) o f

[0 o (@ ()]0 =L {f[fs(x)]} :[xl:[4<

%=




1
=610 ==l

— Elemento neutro: Es f,, porque f, +f,=f, + f,=f,

— Elemento imersos A Ia vista de Ia tabl:
E
El inverso de s

El inverso de fy es Ty

inverso de f, es f,

El inverso de f, es fy
El inverso de y es [,
El inverso de f es f,
— Propiedad conmutativa: No todo elemento de la tabla tiene
su simétrico respecto de la diagonal principal.

Por lo tanto, (C, <) es grupo.
Son posibles los siguientes subgrupos:

=l B} Hy={ G} Hy={f, G} He={f, G f)
ya que respecto a la operacién o tienen estructura de grupo.

20, Probar que el conjunto G=1f,, fy, f} cuyos elementos son las
aplicaciones

x+4/3
Si(x)=
w5 0 xvf
tiene estructura de grupo respecto de la ley de composicion

Uix)1

fo)=x  f(x)=




Solucién
— La operacién es interna segin se desprende del cuadro ad-

junto

— Verifica la propiedad asociativa
— Elemento neutro es f,
— El simétrico de f, es f,, ¢l de [, es f; y el de fy es T,
— Es conmutativa

Por lo tanto (G, ) es grupo abeliano

21 Demostrar que c={: :;: 4, b€ Z} con la operacion producto

ordinario es un subgrupo de (Q*, * ) siendo @* =Q {0}

Solucion
Las operaciones que verifica son las siguientes:
— Operacién interna
143a 143c _ 1+3(a+c+3ac)
T+3b 143 1430+d436d < C
La cumple
— Propiedad asociativa: Tomando tres clementos de C s¢ com-

prueba ficilmente y es consecuencia de que al ser C un subconjun-
to de Q* y ser (Q*, *) grupo, C admite la propiedad asociativa
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— Elemento neutro; Existe y vale -

— Elemento simétrico: El simétrico de
1+3a 143b
e
1+3b * 133
— Propiedad conmutativa:
143a 143c_1+3c 1+3a
T43b 143 1+3d 1+3b
Por tanto (C, + ) es-grupo y subgrupo de (Q®, + ).

pues su producto es ;

22 Demostrar que el conjunto C={2°- 3*|a, b € Z} con la opera-
cién producto ordinario es un subgrupo de (R*, - ) siendo R*

=R~
Solucion
Las operaciones que cumple son:
— Operacién interna:
@) (5 W)= P
— Propiedad asociativa: La cumple

— Elemento neutro: Es 2°-3° pues
@M@
= Benento siméyico: Bl simkerca de 23 e 2
@M@ I=23
— Propiedad conmutativa: También la verifica.

Por lo tanto (C, + ) es grupo y subgrupo de (R®, + )

23 Se considera el grupo multiplicativo de los restos de Z médulo 5.
Demostrar que es grupo ciclico e indicar el generador.



Solucion

El conjunto Z de los nimeros enteros clasificados modulo
5 son:

~5,0,5,10, 15, ..
—4,1,6, 11, 16, ..
-32,7,1217, ..
—2,3,8,13, 18, ..
1,49, 14,19, ..}

Formamos la tabla de multiplicar excluyendo la clase 0 resul-
do:

}
}
}
}

tan
1233

Tiene estructura de grupo y ademis es ciclico siendo elementos
generadores ¢l 3 y ¢l 2 pues:

ER I

P32
ER
P32

24, Se considera el grupo multiplicativo de los restos de Z médulo 7.
Demostrar que es grupo ciclico e indicar el generador.



Solucion

La tabla de multiplicar excluyendo el 0 es:

OBl wl

654321

o

Existen dos generadores de este grupo ciclico, ¢l 3 y el 5.

2. Enel conjunto G={1, ~1,x, —x, %, —x‘) se define la opera-

cion de multiplicar, s 53 y XL
Se pide:

1) Formar la tabla de multiplicar y ver si tiene estructura
de grupo.

2) Hallar en caso ofirmativo los subgrupos H de G

3) (Se puede considerar que (G, + ) es un grupo ciclico?
(Cual es el clemento generador?



Solucion

1) Formamos la tabla de multiplicar:

1 -1 x - X —x?

1 1 -1 x -x X -
=1 1 == x -x2 o«

x x -x  x =x 1 -1
-x | =x x -x2 x -1 1
P I S B B
-xt | -x2 2 -1 1 -x x

Veamos las propiedades:
— Operacién interna: La cumple

— Propiedad asociativa: Tomando tres elementos cualesquiera,
por cjemplo —1, x y x? vemos que:

[=1x]x*=(=1x - x%)
— Elemento neutro: Es el |

— Elemento simétrico: El simétrico de 1 es I, el de —1es —1,
eldexesxtelde —xes —x% el de x* es x y el de x? es —x

— Propiedad conmutativa: Se cumple al ser la tabla simétrica
respecto su diagonal principal.

Por tanto (G, + ) es grupo abeliano.

2)  Los subgrupos que se pueden formar son:

| -1 1 x  x
[ 1l ox ox
1| -1 1 x| x x 1
a2 | = 1 x

H={1, -1} Hy={L. x, x}}



3)  Se puede considerar que (G, * ) es un grupo ciclico ya que
las potencias sucesivas de (—x) son los elementos de G.
ELcemento () rcbe el nombre de generador el gropo cil-
(G, *), p

(-x°= 1
(-x'=
(= %

Otro elemento generador es —x?
(=xP= 1 (e
(“afhs - (~x)= w2
_xii x (=x¥ ==

26. En el conjunto G
multiplicar, siendo i*

Se pide:
1) Formar la tabla de multiplicar y ver si (G, + ) es grupo.
2) Hallar los subgrupos H' de G.

3) iSe puede considerar que (G, + ) es grupo ciclico?
iCudl es el elemento generador?

1, ~1, i, ~i} se define la operacion de
-1

Solucion

1) Formamos la tabla de mlllllpllur

Se deduce de la misma que (G, - ) s grupo abeliano, siendo cl
elemento neutro 1.

3



2)  El inico subgrupo que hay es H={1, —1}.
3) (G, +)es grupo ciclico, siendo el elemento generador i o
—i, pues:
=1 (=iP=1
i (=it=—i
(=iP=-1

(=ip=i

27, Probar que el conjunto G={(a, b)/a, b€ 0, a0} con la ley
de composicién
(a, b) » (¢, d)=(ac, be+d)
forma grupo. (Es conmutativo?
Probar que el conjunto H={(1, b)/b € Q} es subgrupo de G.
Solucion
1) Para ver que (G, *) sea grupo hay que comprobar que se
verifican las siguientes propiedades:
— Operacién interna: ¥(a, b), (c, d) € G = (a, b) * (¢, ) € G
— Propiedad asociativa: ¥(a, b), (¢, d), ¢ ) € G
[(a, b+ (& )] (e, D=(a b) + [(c, d) + (& D]
En efecto,
[(@,b) + (¢, d)] * (e, N =(ac, be+d) * (¢, N=(ace, bee+de-+1)
(,5) » [(c, d) * (¢, D] =(a, b) * (ce, de-+1=(ace, bee +de+1)
— Elemento_ neutro:

(a b) = (, j)=(a, b)
i, biti)=(a, b) = {:jo

(a, b) * (i, j



El elemento neutro e (1, 0)
— Elemento simétrico: Operando por la derecha:

1
m=—
a

(@ b) * (m, n)=(1, 0) = (am, bm+n)=(1, 0) 9{

Operando a la izquierda:

(m, ) * (&, b)=(ma, na+b)=(1, 0) >

El simétrico de (s, b) es (1, _‘1)
a T

— Propiedad conmutativa: No se cumple.
(@ b) « (¢, d)=(ac, be+d)
(¢ d) * (a, b)=(ca, da+b)
(a b) * (c, d)#(c, d) » (a, b)

Por lo tanto, (G, %) es grupo no conmutativo.

2)  Para probar que H es subgrupo de G, tomando dos ele-
mentos (1, a) y (1, b) de H se cumple:
(1, @) «(1, by=(l, a) + (1, =b)=(1, a-b)eH
Se cumple que H es subgrupo de G.

28. Se considera el conjunto G={(a, b)/a, be R y a#0} con la
ley de composicion +

(@, b) * (c, d)=(ac, ad+b)
Se pide:



1) iEs grupo (G, +).
2) Probar que | H ((a‘ 0)/ae R} C G con la operacion +
es un subgrupo d

Solucion
1) Es grupo. El elemento neutro es (1, 0) y el simétrico de (a,
e fi =3
) Hes subgrupo de G, pues:
@ 0+ (6, 0=, 0)» (l o)

inducen en el conjunto Z de los enteros una estructura de anillo.

Solucion
1 Respecto a la operacion + se verifican las siguientes propie-
dades:
— Operacién interna: ¥x, yeZ > x+yeZ
— Propiedad asociativa: (x + y) + 2=X * (y + 7)
(x*y) s z=(x* Y)+2—6=(x+y—6)+z—6=x+y+2—-12
X% (y*2)=X+(y *2)-6=x+(y+2-6)-6=x+y+z-12
Vx, y, z€ Z se cumple.

— Elemento neutro: Yx€Z  xse=e*x=x
Xse=x+e—6=x = e=6

— Elemento simétrico: YxeZ — x #x'=x'*x=¢



XX =x4X=6=6=x'=12—x
— Propiedad conmutativa: Vx, yeZ ~ xsy=y*x
Xey=x+y-61 . cumple
yex=y+x—6
(2, +) es grupo abeliano.
2)  Respecto a la segunda operacion « se verifican las siguien-
tes propiedades:
— Operacin interna: ¥x, yZ =X oy €Z
— Propiedad asociati

VX, Y, 2E€Z = (Xoy)ez=Xo(y o 2)
(xoy)ez=(xoy)z+m(x o y)+mz+42=
=(xy+mx+my+42)z+m(xy +mx +my +42)+
+mz+42=xyz+mxz+myz+42z+mxy +m?x +
+m?y+42m +mz+42
Xo(y o 2)=X(y e )+mx+m(y o 2)+42=x(yz+my +mz+42)+
+mx+m(yz+my+mz+42)+42=
=xyz+mxy+mxz+42x + mx+myz+m?y+m?z+
+42m+42
Igualando los dos miembros:
(Xoy)oz=xo(yo?)
resulta:
422+m’x+mz=42x+mx+m’z
m¥(x—2)+m(z—x)+42z-x)=0
m}(x~2)-m(x—2)—42(—2)=0

-m-42=0
o187
T T -

a1



Param=7y m=—6 s cumple la propiedad asociativa y (Z, <)
es semigrupo.

3
— Propiedad distributiva de - respecto de
Xolys2)=(xoy) s (xe2)

Xo(y s 2)=x(y » 2)+mx+mly +2) +42=

=X(y+2—6)+mx-+m(y +2—6)+42=
=Xy +Xz— 6X + mx +my +mz—6m +42
(Koy) s (xo)=(x o y)+(x o 2)—6=(xy+mx+my+42)+
+(xz+mx+mz+42)~6 =xy +xz-+ 2mx +
+my+mz+78
Igualando estos dos miembros:
—6x—6m=mx+36
76(x+:]‘::(x:-;;)} 6 @9

Considerando la propiedad distributiva por la derecha:

(x*y)oz=(xo2)s(yo2)
se llega a que m=—6.

Por o tanto, para m= —6 se verifica tanto la propiedad asocia-
tiva de la operacion  como la propiedad distributiva de - respecto
.

@, +, =) es anillo para m=

30. En el conjunto Z definimos- las operaciones

asb=a+b-5
acb=a+b-ab
Caleular:

1) (Es grupo (Z, )?



2) (Es semigrupo (Z, <)?
3) Es anillo (Z, %, 2)?

Solucién

(2, +) es grupo siendo ¢l neutro e=5 y ¢l simétrico dc a es
0-a.

2 (Z <) es semigrupo conmutativo.

3) (2 + <) noes anillo por no cumplirse la propiedad distri-
butiva -

ac(bec)E@cb)s(acc)

31. En un anillo no conmutativo se define
Xsy=xy—yx
Se pide:

1) Demostrar que la ley + es doblemente distributiva res-
pecto la_ adicién.

2) Demostrar que:
x#(yrz)tye (zex)+ze (xoy)=0
Solucion
1) Propiedades distributivas
a) x*(y+2)=(x*y)+(x*2)
b) (x+y)sz=(x s 2)+(y *2)
En efecto la primera de ellas a) se comprueba asi
X % (y+2)=X(y+2)=(y +2)x =Xy +X2-yx—2x
(% * Y)+(x * 2)=(xy —yX)+(xz2—2X) =Xy —yX+x2 - 2%
Se verifica.



La segunda b) también se verifica pues
(x+Y) # z=(x+Y)z—2(x +Y) =X2+yz—2X~2y
(x # 2)+(y * 2)=(xz—2x) +(yz—2y) =x2—2X +yz 2y
2)  Demostramos que
Xxs(yr2)tys@»x)+ze(x*y)=0
es cierto.
En efecto:
Xa(ys2)+y s @ex)+z o (x o y)=x(y #2)—(y » 2)x+
+y(2 % X)—(z * Xy +2z(x * Y)—(x * y)z=x(yz~2y)—
—(yz—2y)x+ y(2x —x2)~(2x ~x2)y +2(xy = yX)
— (kY —YX)Z=XyZ—XZY ~YZX +2yX+YZX — X2 —

— Xy 4 X2y +ZXY —2yX ~XyZ+ yXT=

32 En un anillo no conmutativo se hace
X o y=xy-yx
Probar:
1) Que es anticonmutativa: (x o y)=—(y o x)
2) Quexo(yoz)—(xop)ez=(zox)ey
Solucion

Basta aplicar la operacion definida para comprobar las dos
igualdades que se presentan al igual que se hizo en el caso anterior.

33. En ZxZ={(a, b)la, b€ Z} se definen las operaciones
(@ b)+(e, d

(@ b)-(c d)=

Demostrar que (ZxZ, +, ) es un anillo unitario conmutativo.




Solucion

1) Respecto de la operacion +, las propiedades son:
— Operacidn interna: ¥(a, b), (c, ) €ZxZ =
(@ b+, ) eZxZ
— Propiedad asociativa:
(@ b)+(c, d)+( D=(a b)+[(c d)+( D]
En efecto

[@ b+ A+ D=(a+c, b+d)+(e D=[@+e)+e, (b+d)+1
(@ b)+[c A+, NI=(a, b)+(cte, d+D=[a+(c+e), b+Ed+N]
— Elemento neutro: E elemento neutro es (0, 0) pues
(& b)+(0, 0)=(0, 0)+(a, b)=(a, b)
— Elemento simétrico:
(a, b)+(@, b)=(0, 0) = (@, b)=(—a, ~b)
— Propiedad conmutativa
(a, b)+(c, d)=(c, d)+(a, b)
Por tanto (ZxZ, +) es grupo abeliano.

2) Respecto a la operacion + las propiedades son:
— Operacin interna: Se cumple.
— Propiedad asociativa:
[(a, b) - (c, ] * (e, D=(a, b)- [(c, d)- (e, D]
En efecto

[(a, b)- (¢, d)] - (e, N=(ac—S5bd, ad+be) e, =
=(ace — Sbde — Sadf— Sbe, acl—Sbdf +ade + bee)
(2 b)- e, d)- (e, D]=(a, b)- (ce—5dr, cf+de)=

=(ace—5 adf—5 bef—5 bde, acl+ade—5 bdf+bee)



La cumple ¥(a, b), (c, d), (¢, ) € ZxZ.
— Elemento unidad: (a, b)- (m, n)=(a, b)
(a b)- (m, n)=(am—5Sbn, an+bm)=(a, b) de donde
m=1 y n=0
El clemento unidad es (1, 0).
— Propiedad conmutativa: (a, b) - (¢, d)=(c, d) - (a, b)
(a b)- (¢, d)=(ac—5 bd, ad+bc)
(c, d) - (a, b)=(ca—5db, da+cb)
La cumple.

— Propiedad distributiva
(& b) - [c, d)+(e, N=(a, b)* (c; d)+(a, b) - (e, D
En efecto:
(@ )l d)+ Dl=(a, b)c+e, d+N=(ac+ae—S5bd—Sbf,
,ad +af + bc + be)
(a, b) * (¢, d)+(a, b) - (e, )=(ac—5 bd, ad +bc)+(ac—5 bf, af+be)=
=(ac+ae—5 bd—5 bf, ad+bc+af+be)
La cumple.

Por lo tanto (ZxZ, ) es semigrupo unitario conmutativo y (Z
xZ, +, ) es anillo unitario conmutativo.

34 Sea P(E) el conjunto de las partes de E en el que se definen las
dos operaciones
A*B=(AUB)-(ANB)
A-B=ANB
siendo A, B C P(E).



Demostrar que (P(E), », <) es un anillo unitario conmutativo.
Solucién
1) La 1* operacion también se puede expresar asi

A+B=(AUB)~(ANB)=(ANB)UA NB)

con 1o que basta aplicar una a una las propiedades y comprobar
que (P(E), ¥) ¢s grupo abeliano. El neutro es & y el simétrico de A
es el mismo A.

2 Respecto a la segunda operacion « el elemento neutro es el
conjunto universal E y (P(E), <) es semigrupo unitario conmutativo.
3) Se cumple también la propiedad distributiva
Ac(B+C)=(A-B)+(A-C).
35 En el conjunto Z de los nimeros enteros se definen las siguien-
tes operaciones:
asb=a+b-1
acb=a+b-ab
Se pide:
1) Demostrar que (Z, +, ) es anillo
2) (Es (Z, », <) dominio de integridad?
Solucion
1) Demostramos que (Z, +) es grupo
— Operacion interna: ¥a, beZ =asbeZ
— Propiedad asociativa: ¥a, b, c€ Z = (a + b) + c=a + (b + ¢)
(@xb)sc=(@axb)+c-l=(a+b-1)+c—I=a+b+c-2
as(bsc)=at(bxc)-l=at(b+c—I)—I=a+btc—2

— Elemento neutro: YaeZ = axe=e *a=a




asec=at+e-l=a=e=1]

— Elemento simétrico: Vae Z=a s+ a'=a' s a=¢

asa=ata’-l=1=a'=2-a
— Propiedad conmutativa: Ya, beZ=>asb=bsa
asb=atb—l=bta—l=bsa
Por tanto (Z, +) es grupo abeliano.

2 Demostramos que (Z, ) es semigrupo
— Operacién interna: ¥a, beZ=a-beZ
— Propiedad asociativa: ¥a, b, c€ Z = (a b)sc=ae (bec)
(asb)oc=(acb)+c—(as ble=a+b—ab+c—(a+b—abjc=
—a+b+c—ab—ac—betabe
ac(boc)=a+(boc)—a(boc)=a+b+c—be—a(b+c—bo)=
=a+b+c—ab—bc—ac+abe
— Elemento neutro: Ya€Z = aou=u-a=a
acu=atu-—au=a=u=0
— Propiedad conmutativa: Ya, beZ = acb=boa
aob=a+b-ab=bta-ba=boa
Por tanto (Z, ©) es semigrupo unitario conmutativo.

3)
— Propiedad distributiva de o respecto
ac(brc)=@cb)s(@asc) Va b ceZ
ac(bec)=at(bec)—albsc)=a+(b+c—1)—alb+c—1)=
=2a+b+c—ab—ac—1
(acb)*(@-0)=(asb)+@-c)

(a+b—ab)+(a+c—ac)—1=
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=2a+b+c—ab—ac—1
Por tanto (Z +, o) es anillo unitario conmutativo.
4)  Para ver i se trata de un dominio de integridad hay que
comprobar que no existen divisiones de cero.
Hacemos: a « b=c¢
acb=a+b-ab=1=a+b(l-a)=b+a(l-b)=1

1-a

Si a#¥l =b=

Si b#l =a=

1-b

Si ef producto de dos elementos da ¢l neutro e al menos uno de
ellos ha de ser el neutro e.

Al no existir divisiones de cero (Z, , ) es un dominio de inte-
gridad.

36. Sea (4, +, + ) un anillo unitario conmutativo y n € A un ele-
mento fijo. Demostrar que I={x € A|x - n=0} es un ideal de A.

Solucion
Para que sea ideal se han de cumplir las dos condiciones:
1) Vx yel=x+(-yel
vxel
YaeA
En efecto:
D) x+(=y)=x-y
(x—y) n=xn-yn=0-0=0=x—yel

2) }oaxelyxael

2) (ax)-n=a(x-n)=a-0=0=axel

(xa)-n=(ax) - n=a(x-n)=a-0=0=xael



Se trata de un ideal tanto a derecha como a izquierda.

37, Consideremos los pares de mimeros racionales a, b tomados en
este orden x=(a, b) con las leyes:
xty=(a b)+(@ d)=(@+c, b+d)
x - y=(ac—bd, ad-+bc)
Demostrar que C={x|x= (a, b) con a, b € Q} forma un cuerpo
conmutativo respecto de la suma y el producto asi definidos.
Solucion

Respecto de la primera operacion (C, +) es un grupo abe-

1
liano (estudiado en el problema 33 de este capitulo).

2) Respecto de la segunda operacion - las propiedades son:

— Operacién interna: Vx, ye C=x-yeC
— Propiedad asociativa: Vx, y, z€ C = (xy)

(x-y)z =[@ b):(c, d] (e N=(ac—bd, ad+bc) - (¢, =
=[(ac—~bd)e—(ad +b)f, (ac—bd)f+(ad +be)e] =
= (ace — bde — adf —bef, acf—bdf +ade -+ bee)

x-(y-2) =(a, b)-[(c, d)- (e, N]=(a b)-(cc—df, cf+de)

= [alce —d)~b(c +de), a(cf+de)+bce—dn] =
= (ace —adf—bef—bde, acf+ade +bee —bdf)
Se verifica
— Elemento unidad: Yx=(a, b) & CIu=(i, j)e C|

=x

xu=
xu=(a, b)- (i, j)=(ai—bj, aj+bi)=(a, b) =
L i=0=u=(1, 0

— Elemento inverso: Vx € C =x-x '=x"'x=u

x(y'2



=(a, b)(m, n)=(am—bn, an+bm)=(L. 0)
de donde:

am-bn=1] __ -b _a
bm+an=0 i Y My

i " a -b
El inverso de x=(a, b) es x I:(m, ﬁ?)

— Propiedad conmutativa: ¥x, y € C = xy=yx
x-y=(a b)- (¢, d)=(ac—bd, ad+bc)
y-x=(c; ) - (a, b)=(ca—db, da-+cb)

Se verifica que (C, + ) sea también grupo abeliano.
3)
— Propiedad distributiva:
X (y+2=x-y+x-z Vx y,2eC
X (y+2)=(a, b)- [(c, d)+(e D]=(a b)c+e, d+=
=[a(c+e)—b(d+1), a(d+N+blc+e)]=
=(ac+ae—bd —bf, ad+af+bc+be)
X y+x-z —(a b)-(c, d)+(a, b)- (e H=

=(ac—bd, ad+bc)+(ae—bf, af+be)=
=(ac— bd+u= bf, ad 4 be+af+ be)

Se verifica

Por tanto (C, +, *) es cuerpo conmutativo.

38. Consideremos los pares de nimeros racionales a, b tomados en
este orden x=(a, b) con las leyes

x+y=(a, b)+(c, d)=(a+c, b+d)

x-y=(a b)* (¢, d)=(ac+2bd, ad+bc)
Demostrar que forman un cuerpo conmutatito,



Solucion

, +) es un grupo conmutativo siendo el elemento neu-
0 (0, u; y ¢l simétrico de x=(a, b) s X

— (QxQ, + ) ¢s grupo conmutativo siendo el elemento unitario
a b

0) y el inverso de x=(a, b) es x ™' =| T &

— Es distributivo el producto respecto de la suma.

2b?

Por tanto (QxQ, +, + ) €s cuerpo conmutativo.

39. Dado ke Z, se define en Z las siquientes operaciones:
asb=atbik
aob=ab+aatab ki~
Se pide:

1) Hallar los valores de a para los cuales (Z, +, <) es un
anillo.

2) Averiguar si los anillos (Z, +, <) del apartado anterior
tienen o no divisores de cero.

3) Si las dos operaciones » y o s definen en Q, hallar los
valores de a para los cuales (Q, , <) es un cuerpo.

Solucion
1) (Z %) es un grupo abeliano, siendo:
— clemento neutro: €=k
— elemento simétrico de a es: a'=—a—2k
Sabido que una de las propiedades de los anillos es:
eca=e YaeZ
resulta:
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(-k)ca=(-k) VaeZ
En particular para a=1
—k=(-k)o 1= —k+a—ak+k?—k
de donde:
k-k?=a(l-k)
Iuego i k#1 = a=k
sik=1= —1=0:(-1)=0-a=a=1

En cualquier caso: a=k.

Tomando a=k, vedmos si (Z, », -) es un anillo:
— Cumple la propiedad asociativa: (a > b) s c=a < (b+ )
— Cumple la propiedad conmutativa: a - b=boa

— Cumple la propiedad distributiva: a - (b » ¢)=
=(asb)s(acc)
— El elemento unidad también existe: a o u=a
asu=autk@+u)+ki-k=a
(1-K)(a+k)=u(a+k)
por tanto: u=(I-k)

Luego (Z. +, +) es un anillo unitario conmutativo para ¥x € Z y
=k

2)  Para que tenga divisores de cero
vabeZ  asb=e=—k
abtk(a+b)+ki—k=—k
K2 +(a+b)k +ab=0

resolviendo esta ecuacion en k
k=-a
k=-b



Siacb=k =k=-a6k=—b, por lo tanto no hay divisores
de cero.

3)  Aplicando el razonamiento analogo al visto en 1) llegaria-
mos a ver que (Q, », <) es un anillo unitario conmutativo sin divi-
sores de cero.

Para que sea cuerpo se tiene que cumplir: 2 a”
aca '=aa '+ka+a ) +k’—k=1-k

(a+k)
e k =
a+k vy enk

Por tanto, existe clemento inverso y (Q, *, ©) es un cuerpo
conmutativo.

40. Determinar i las siguientes aplicaciones del grupo multiplicativo
de los reales no nulos sobre una parte del mismo constituyen
homomorfismo. Decir en cada caso cudl es el grupo homomorfo
de aquél y citar el nicleo del homomorfismo.

1) fix—s ax@eN) Y fix— 2
ix— s
2) fix— x| 8 frx—sg
3 fix— —x ® fra—i=l
x
Solucion
1) f(xy)=F(x)f(y)
Se tiene:
f(x)=ax
f(y)=ay f(x) - f(y)=axay =a’xy

fay)maxy | TxY)=ary



Sélo cuando a=1 se verifica que f(xy)=f(x)f(y). Para Vae N y
#1 = No es hamomorfismo.

2)
()=l
)=yl 1) - fy)=Ixllyl =[xyl =f(xy)
flxy)=Pxyl
Si es homomorfismo y su nicleo es Kerf={1, —1}, ya que ||
=1y|-1=1

3)
x)=—x
fy ) =(=x)(=y)=xy# —xy=l(xy)
fixy=—x)
No es homomorfismo.
4
f(x)=x*
1()=y* } TRy =x* - y*=(xy)* =f(xy)
Txy)=(xy)?
Es homomorfismo y su nicleo es Ker f={I, ~1}.
3)
=1+
X
1 1
fly)=—. fof(y)=—
y X
!
fixy)= o

Es homomorfismo y su nicleo es Kerf={1}.



1
™=-2
:
1 1 1 1
)= !(x)ﬂyi:( A;) ( —;)* it
1
o=

No es homomorfismo.

41 Hallar un isomorfismo entre el grupo aditivo Z/4 y el grupo
multiplicativo Z/5.
Solucién
Formamos, en primer lugar, las tablas de (Z/4, +) y de
/s, )
+]0o 1 23 123 4
10123 D123 4
111230 2 (2413
2:2.:3 01 313 1 42
3 01 2 1133 21

Existen dos isomorfismos [ y g
£:(Z/4, +) — (Z/5, )

0—

wial Nl =

1—
21—
3

8:(Z/4, +) — (Z/5,)



Z]ZZ?

|

4

]

Sea C* el grupo multiplicativo de los complejos no nulos y G el
conjunto de los complejos {1, ~1, i, ~i}.

Se pide:

1) Probar que G es un subgrupo del grupo multiplicativo
cr. :

2) Determinar los isomorfismos de G sobre el grupo Z/4 de
las clases residuales modulo 4.

Solucion

1) Se comprucba facilmente que G es un grupo formando la
tabla:

Como € C G* y ademés es grupo = G es subgrupo de C*.
2)  Las dos posibilidades que existen son:
£:G— z4 8:G — 24
1—0 1—0
—1—2 -1—12
i—1 i—3
—i—3 —i—1

La comprobacién es inmediata, ya que sc verifica



f(xy)=f(x)+1(y)

8(xy)=8(x)+8(Y)
ademas, al ser f y g aplicaciones biyectivas, se trata de dos isomor-
fismos.

43. Se define en R la operacion + dada asi:
Vx, yeR  xsy=3/x+y°
y una aplicacion de R en R tal que f(x)=x>. Demostrar que f
es un isomorfismo de (R, %) en (R, +).

Solucion

1(x + y)=1()+1(y)
1(x » Y)=Q/x+y’) =x*+y* =((x) +{(5)

Al ser f biyectiva, se trata de un isomorfismo.
44, En ZxZ definimos las siguientes operaciones:
(@ b)+(c, d)=(a+c, b+d)
(a, b) - (¢, d)=(ac, ad+bc)
Se pide:
1) Demostrar que (ZxZ, +, ) tiene estructura de anillo.
2) Estudiar la aplicacién f definida en Zx Z~Z dada por
f(@, b)=a. ;Es un homomorfismo?
3) Estudiar en (ZxZ, +, ) los divisores de cero.
Solucion
1) Para ver que (ZxZ, +, ) es anillo.
Respecto de la 1 operacion (ZxZ, +) es grupo segn sc vio en
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casos anteriores.
Respecto de la 2* operacion cumple:
— Operacion interna: (a, b) - (¢, d) € ZxZ.
— Propiedad asociativa:
[ b)- (¢, d)]- (e D=, b)- [(c, d)- (¢, N] en efecto
[ b) - (c, d)] - (e D=(ac, ad+be)(e, N=(ace, acf+ade+bce)
( b)- [(c, d)- (¢, N =(a, b)- (ce, cf+de)=(ace, acf+ade+bce)
— Elemento unitario: (a, b) - (i, j)=(a, b)
(a, b)- (i, j)=(ai, bi+aj)=(a b) = i=1, j=0

El elemento unitario es (1, 0).

Por tanto (ZxZ, ) es semigrupo unitario.
— Propiedad conmutativa:
(2, b)-(c, d)=(c, d)- (@, b)
— Propiedad distributiva:
(@, b)l(e, d)+(e, N=(a, b)- (¢, d)+(a, b) (e,
En efecto:
(a, b[(c, d)+(e, D]=(a, b) - (c+e, d+N=(ac+ae, ad+af+bc+be)

(a b)- (¢, d)+(a, b)- (e, N=(ac, ad+bc)+(ae, af+be)=
(ac+ae, ad +bc+af+be)

Por tanto (ZxZ, +, ) es anillo unitario.

2)  Establecida la aplicacion £
£:ZxZ—2
(@b —a
Se ha de cumplir:
f[(a, b)+(c, d)]=f(a, b)+f(c, d)
f(a, b) - (c, d)]="f(a, b) - f(c, d)



f(a, b)+(c, d)]=fla+c, b+d)=a+c

e, b)+ie, d=a+c } s cumple
fl(a, b) - (c, d)]=f(ac, ad+bc)=ac’
o g }se cumple

Como (Z, +, ) es anillo f es un homomorfismo entre anillos.
Los divisores de cero son todos aquellos pares distintos de
(0 0) tales que al aplicarles la segunda operacion dan (0, 0)
0, 0) = (ac,
(& b)* (e, 9)=(0, 0) = (ac, ad+bc)=(0, 0):{ad+bc 0
siaco{®=0= b=0 6 ¢=0 = b=0 s climina ya
~"lque (a, b)=(0, 0) no puede ser, por lo tanto
Si a=

entonces c=0.

§i ono2d=0=2=06 d=0= d=0 s ciimina ya
="\que (@ d)=(0, 0) no puede ser, por lo tanto
Si ¢=0 entonces a=0.

Los divisores de cero son pares de la forma (0, b)

45. En Z xZ definimos las siguientes operaciones:
(a, b)+(c, d,
(a, b): (c, d)

Se pide:

1) Demostrar que (ZxZ, +, *) es un anillo.

2) Aplicamos este anillo sobre Z mediante la aplicacion

f(a, b)=a. Demostrar que se trata de un homorfismo de anillos.
3) Estudiar los divisores de cero en (ZxZ, +, °).

Solucion

1) (ZxZ, +) es grupo abeliano, siendo (0, 0) el elemento neu-
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tro y el simétrico de (a, b) es (—a, —b).
(ZxZ, ) es semigrupo conmutativo.
La segunda operacién es distributiva respecto a la primera.
Por tanto (ZxZ, +, ) es anillo unitario.

2 Se cumple:
1l(a, b)+(c, d)]=f(a, b)+i(c, d)=a+c
f(a, b)- (¢, d)]="f(a, b) - flc, d)= ac
3)  Los divisores de cero son todos aquellos pares de primera
componente nula ya que:
©, b)- (0, d)=(0, 0) siendo (0, b) y (0, d)#(0, 0)
(2 b) (0, )=(0, 0) siendo (2, b) y (0, d)#(©, 0)

4. En ZxZ definimos las siguientes operaciones:
(@ b)+ @, b)=(a+d, b+b)
(@ b)- (@, b)=(ad, bb)
Se pide:
1) Demostrar que (ZxZ, +, ) es anilo.

2) Consideremos la aplicacion f:Z x Z—Z definida asi
J(a, b)=a. Demostrar que | es un homomorfismo entre anillos.

3) Calcular el nicleo de f.

Solucion
1) El neutro de la suma es (0, 0), el simérico de (a, b) es 